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1 Transformation de Fourier dans L!(R).

1.1 Définitions

Définition 1 : Soit f € L'(R). On appelle transformée de Fourier ( conjuguée ) de
f Papplication notée f ou F(f), définie pour tout £ € R par

(&) = F(H(©) = /

R

eI (oo et F(PE) = [ T fa)da.

R

Remarque 2 : 1l existe des variantes dans la définition de la transformation de Fourier.
On peut par exemple avoir

fl6)= [ fade on f©) = —= [ e

Les propriétés sont les méme d’une définition & ’autre & une constante prés.

Remarque 3 : On peut étendre cette définition a R™ out n € N* avec pour f € L*(R"),
et £ € R”

fo) = [ ey
ol z.£ est le produit scalaire de R".

Théoréme 4 : Soit f € L*(R), alors :
1) f est bien définie sur R et est uniformément continue.
i1) f est uniformément bornée et on a

I £lle = sup | F ()] < I £]x = F(£1)(0)
£€R

i),
1) L’application F : f — F(f) est une application linéaire.

lim f(&) = O(théoréme de Riemann-Lebesgue).
El—=+o0

Remarque 5 : Autrement dit, la transformation de Fourier F est une application
linéaire continue de (L!(R),|.||1) dans (Co(R), ||.|l.)- De plus, elle n’est pas surjective
et F(L*(R)) est dense dans Co(R).

Exemples 6 : Pour a >0 : i) ]—"(1[7%’%])(5) = e
2
i) Fe (€)=

iii) F(e=®")(€) = /Z exp (_ Tffz).
iv) F (374 (€) = Ze 2ol

1.2 Convolution

Définition 7 : On dit que f et g deux fonctions de R™ & valeurs dans C sont con-
volables si, pour presque tout z € R, la fonction y — f(z — y)g(y) est intégrable sur
R™. Si f et g sont convolables, on définit alors le produit de convolution( ou la convolée

) de f et g par
(fxg)(x) = - flx=y)g(y)dy.

Propriétés 8 : On a fxg
convolable avec ag + Bh ou («

fx(ag+pBh) =a(fxg)+B(f=h)

Théoréme 9 : Soit f,g,h dans L'(R™). Alors
i) fxge L'(R") et ona |[f+glli < flllgll-
i) (f*g)xh=fx(gxh).
i14) si f, - f dans LY(R"™) et g, 9 dans L'(R"), alors f,,* g,

dans L'(R).

= gx* f et si f est convolable avec g et h, alors f est
,B) € C? et

—
n—-4o0o

f*g

Théoréme 10 : Soit f € L'(R") et p € N*.

i) Sig € LP(R"), alors fxg € LP(R") et on a || f x gll, < || fll1]l9ll,-

Si g € L(R"), alors f+g € L(R") et on a ||/ % gl < [lflillglloc. De plus, f+g
est uniformément continue sur R"™.

Remarque 11 : L’espace (L'(R"),+, ., *) est une algébre commutative sans élément
neutre.

Définition 12 : Soit (¢n)n>1 une suite de fonctions positives et intégrables sur
R™. On dit que la suite (¢p)n,>1 est une unité approchée ou approximation de 1'unité
si

i) [rpn @n(x)dr =1 pour tout n € N*.

i1) Pour tout réel strictement positif a, on a

on(z)dz = 0.
{llzll>a}

lim
n—-+o0o



L’unité approchée (¢p)n>1 est dite compacte si toutes les fonctions ¢, s’annulent en
dehors d’un compact de R".

Exzemple 13 : On définit pour n € N la suite de réels a, = fil(l — t2)"dt et la
suite suivante

R — C

-

Alors (p,,) est une approximation de 'unité.

Pn -
(1—t)"/a, si |t| <1
0 sinon

Théoréme 14 : Soit (¢,)n>1 une approximation de I'unité. Alors, pour toute fonction
f € LP(R™), on a ¢, x f € LP(R™) pour tout n € N* et ¢, * f converge uniformément
vers f.

Théoréme 15 : Soit f,g dans L'(R). Alors :
i) F(f*g)=F(f)F(g) )
ii) Si de plus f et g sont dans L'(R), alors fg € L'(R) et on a aussi F(fg) = f *g.

1.3 Dérivabilité et inversion

Théoréme 16 : Soit f € L'(R). Si f est continue de classe C* par morceaux et telle
que f’ € L'(R), alors pour tout £ € R

F(f1)(&) = 2im&F(f)(&)-

Si de plus f est de classe C™ par morceaux ou m € N* et telle que les dérivées
f*) jusqu’a Pordre m inclus appartient a L'(R), alors pour tout & € R et pour tout
1<k<m,ona

F(I®)(E) = (2im&)" F(£)(©)-
Corollaire 17 : Soit m € N*. Si f est de classe C™ par morceaux, alors pour tout
EeR"

LS

(2m)k[g|x
Autrement dit, plus f est dérivable avec des dérivées intégrables, plus f tend vite vers
0 quand |¢| tend vers 'infini.

1£(©)] <

Théoréme ( d’inversion de Fourier ) 18 : Soit f € L*(R) telle que f € L'(R).
Alors, pour presque tout € R, on a

F(F()() = f(-z) et F(F(f)(@) = f(z)

Théoréme 19 : Soit f € L'(R) telle que f=0,alors f =0 p.p. En d’autres termes,
F est injective de L*(R) dans Co(R).

2 Transformation de Fourier dans S(R) et L?(R).

Définition 20 : On note S(R) lensemble des fonctions f définies sur R a valeurs
dans C vérifiant les deux propriétés suivantes
i) f est indéfiniment dérivable sur R.
1) f et toutes ses dérivées sont a décroissance rapide. Autrement dit pour tout
(pq) € N?,
lim 2P f@(z) = 0.

|x|—+o0

Exemple 21 : La fonction x — e’ appartient a S(R).

Théoreme 22 : S(R) est un espace vectoriel stable par dérivation et par multi-
plication par les fonctions polynomiales.

Définition 23 : On dit que la suite (¢,)n>0 de S(R) converge dans S(R) vers
¢ lorsque n tend vers +oo, si pour tout (m,p) € N2 la suite de fonctions (z +
2™ 9P)(z)),>0 converge uniformément sur R vers la fonction z — 2™p®) ().

Théoréme 24 : S(R) est dense dans Co(R) et LP(R) pour tout p € [1, 400

Théoréme 25 : La transformation de Fourier F est un automorphisme de S(R)
et a pour automorphisme réciproque F.

Théoréme 26 : Soient f,g dans S(R). Alors
i) fxg€SR).
ii) fg € S(R) et F(fg) = F(f) = F(9).

Développement ( Théoréeme de Plancherel ) 27 : Avec la conven-
tion de transformée de Fourier e~**¢, L application

P: SR — LR)

fooe ) Dev

posséde un unique prolongement continue & I’espace L?(R) et ce prolonge-
ment est un isomorphisme isométrique.

Remarque 28 : Dans beaucoup d’autre référence, on montre ce prolongement en
partant de L'(R) N L?(R) au lieu de S(R). Cela se passe bien dans S(R) d’aprés le
théoréme 24.

Remarque 29 : Par abus de notation, on note encore F(f) ce prolongement qui
définie alors la transformée de Fourier sur L!(R) U L?(R). 1l faut donc faire attention



A distinguer la transformée de Fourier sur L!'(R) et L?(R), mais qui coincident sur
LY(R) N L*(R).

Théoréme 30 : Si (f,g) € L*(R) x L?(R), alors F(f x g) = F(f)F(g).
Si f,g dans L?(R), alors F(fg) = F(fg) = F(f) * F(g).

Théoréme 31 : On a l’analogue du théoréme 16 pour f € L?(R) avec les hypothéses
qui conviennent, c’est-a-dire que f’ est dans L?(R), et ses dérivées sont de carrées
intégrables.

3 Application de la transformée de Fourier.

3.1 En probabilité.

On se place sur un espace probabilisé (2, A, P) et X une variable aléatoire définie sur
I’espace probabilisé & valeur dans R.

Définition 32 : On appelle fonction caractéristique de X la transformée de Fourrier
de sa loi Px. Elle est noté px et on a donc par théoréme de transfert

px(t) = E[e™]

Proposition 33 : Ona ¢x(0) = 1et pour tout t de R, |ox ()| < let px(—t) = @u(1).

Vi e R

Remarque 34 : 1l résulte de la propriété d’injectivité de la transformée de Fourier
que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire & valeurs dans R caractérise
entiérement la loi de cette variable aléatoire ( d’ou son nom ).

Proposition 35 : Soient X; et Xo deux variables aléatoires indépendantes a valeurs

dans R?. La fonction caractéristique de leur somme est donnée par

Vit eR PX1+Xo (t) = ¥x (t)QDXQ (t)

Théoréeme ( de Lévy ) 86 : Soit X,(X,)nen des variables aléatoires
réelles, alors on a équivalence entre :

1) X, converge en loi vers X.

i1) La suite (¢x, )nen converge simplement vers ¢ x.

Développement ( Théoreme Centrale Limite ) 37 : Soit
(X, )nen une suite de variable aléatoire réelle indépendantes et identique-
ment distribuées admettant des moments d’ordre 2. On pose p = E[X]]
et 02 = Var(X;). En posant S, =Y ., X;,on a alors

Dev 2

Sp—np ¢

3.2 Formule de Poisson

Théoreme ( Formule sommatoire de Poisson ) 38 : Soit f : R — C une
fonction de classe C! vérifiant f(z) = O (1/2?) et f'(z) = O (1/?) lorsque |z| — +oo.

Alors on a
Yo fla+n) =) F(f)n)e™.

newz nez

Application 39 : On déduit de la formule sommatoire de poisson que

Vs > 0, Z e~ e — % Z e~ /s,

nez nezZ
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